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Exercice 1 - commun - 4 points

1.

2.

Le plan 22 et la droite 2 n'ont aucun point commun.

Les plans & et 2’ sont sécants suivant une droite de vecteur directeur
—-i+j+k.

. Lensemble des points M de I'espace qui sont équidisdants des points

Aet B estle plan d’équation —4x+2y+5z— 5= 0.

. Lensemble des points M del’espace tels que H MA-3MB H =5estune

sphere dont le centre a pour coordonnées (—5; 5; 5)

U Pour voir les justifications (cliquer ici)

Exercice 2 - commun - 5 points

1.

Les bulletins sont indiscernables au toucher, les tirages sont donc équi-
probables et la probabilité d'un événement est le quotient du nombre
de tirages qui lui sont favorables par le nombre de tirages possibles :

e Le nombre de tirages de 4 bulletins choisis simultanément parmi
10 est

10 10x9x8x7
=—— =210

4] 4x3x2x1
o L'événement A est réalisé lorsque les 4 bulletins sont choisis parmi
les 4 portant sur I'histoire ;
le nombre de tirages favorables a I'événement A est

)

o Lévénement B est réalisé lorsque les 4 bulletins sont choisis parmi
les 8 ne portant pas sur le sport;
le nombre de tirages favorables a I’événement B est

8 8x7x6x%x5
=— =70
4 4x3%x2x1
Ainsi :

1 — 70 2
P(A) = —| et P(B):l—P(B):l__:_
210 210 3
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b. Les événements H, L et S forment un systeme complet d’événe-
ments, alors (formule des probabilités totales) :

P(C) = P(Cn H) + P(CNL) + P(CNS)
P(C) = PH)xPy(C) + PL)yxPr(C) + P(S)xPs(O)
PC) = 1><0,7 + 1><0,6 + 1><0,5

4 2 4

c¢. On demande de calculer la probabilité conditionnelle P¢(S) :

P(SNC) _P(§)xPs(C) _0,5%x0,25 5
P(C) PO 06 @ 24

Pc(S) =

. a. Chaque question constitue une épreuve de Bernoulli de parametre
p = 0,7 (épreuve a deux issues : le candidat répond correctement
a la question — succes — avec la probabilité p = 0,7 ou bien il ne
répond pas correctement a la question avec la probabilité 1 — p =
0,3).

On répéte n = 10 fois, de maniére indépendante, une telle épreuve
de méme parametre p = 0,7, alors la variable aléatoire X égale au
nombre de « succes » suit la loi binomiale de parametres 10 et 0,7,
c’'est-a-dire

10
pour tout k € {0;1;2;...;10}, P({X=k}) = ( k) x 0,7F x 0,310k

b. P((X=9)=P({X=9)+P({X =10}
(10) 9 (10) 10
P(X=9) = x0,7% % 0,3 + x0,7'0 = ..
9 10

P{X=9})~0,1521072 pres
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Exercice 3 - commun - 6 points
Partie A

1. a. La fonction exponentielle est définie et dérivable sur R et ne prend
que des valeurs strictement positives, alors la fonction x — e** + 1
est dérivable et ne s’annule pas sur R. f est dérivable sur R.

) 4e* (e* +1)-2e** x4e*  4e*(1-e*)
Soitxe R, f'(x)=— =_

(e2+1)° (€2 +1)°
) ) 4e* (e** 1)
Pour toutréel x, f'(x) = ————=
2x 2
(e2*+1)
b. Pour tout réel x,
4e*
——>0
(e?*+1)
alors f'(x) est du méme signe que ** — 1.

Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur R
et que, pour tout x >0, on a 2x > 0, alors e** > e’ soit e* — 1 > 0.

Vx €]0; +ool, f'(x) >0 et f'(0) =0, alors

f est strictement croissante sur [0; +oo[

2. f estdéfinie sur R et, pour tout x € R,

4e~* 4e~* 4e*

- 1=
e 2 +1 e 2% (1+e2¥) 1+e2%

f=x)=1-

Ainsi la fonction f est paire et, graphiquement :

‘ la courbe € est symétrique par rapport a la droite d’équation x =0 ‘

3. a. Les coordonnées du point A sont (a,0) avec a > 0 et A € €, alors
4e?  e*—4e’+1

e2d+1  e2+1

Si on pose ¢ = e“, alors

fla=0=1- =0= (")’ -4e%+1=0

¢ est une solution de I'équation x> —4x+1=0

Onrésoutl’équation x*—4x+1=0; elle admet deux solutions réelles
positives2— 3 et 2+ /3, alors a € {In(2-v3),In(2+ v3)}.
Puisque 2 — V3 €]0;1], alors In (2 - \/§) < 0 et, a étant positif :

a=1In(2+73)

b. f eststrictement croissante sur [0; +oo[ et s’annuleen a=1n (2 + \/3_3)
alors, en utilisant la parité de f, on en déduit :

e f(x)>0 sixe€]—oo;—alula;+ool;
e f(x)<0 sixe]l—-a;al;

o f(-a)=f(a)=0.




" [ LAREUNION, SERIE S, 21 JUIN 2011 ¢

Partie B

1. On reconnait, sous forme intégrale, I'expression de la primitive sur R
qui s’annule en 0 de la fonction f, alors F est dérivable sur R et F' = f.
Les variations de la fonction F sur R se déduisent alors du signe de

fx):

e [ eststrictement croissante sur]—oo; —aj etsur [a; +ool;
e F eststrictement décroissante sur [—a ; a.

a a
2. f étant continue et négative sur [0; al, F(a) :f f(ndet= —f |f()|de
0 0

est 'opposé de l'aire, en unités d’aire, du domaine plan compris entre
la courbe €, I'axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x = a.
Ce domaine est contenu dans un rectangle dont les dimensions sont
|f(0)| =leta,alors0<—-F(a)<lxa,dou:

|—a<F(a)<0]

o e
e2l (1+e2t)

(s 1
On est donc amené a comparer T3 o2r Avec 1;
+e”

3. a. Soit t€[0,+o00, f(H)=1

Soitt=0,ona:e 2 >0,puis:e 2 +1>1,
alors, par stricte décroissance de la fonction « inverse » sur ]0; +oo|,
1
En multipliant chaque membre par —4e~" <0 :
—4e7!
Tre?
Finalement, en ajoutant 1 :

<1

4e7!

Pour tout réel positif ¢, f(r)=>1-4e!

b. Soit x = 0.
Puisque I'intégrale entre des bornes croissantes « conserve I’ordre »,
alors (d’apres la question précédente) :

ff(t)dt;f (1-4e7")dr
LO o~ LO o~

F(x) [t+4e1]7

X

[t+4e_t]g:x+4e_ —4>x—-4,care * >0.0nabien:

‘ pour tout réel positif x, F(x)=x-4

Puisque lim x—4 =400, par comparaison :
X—+00

lim F(x) =+oco
X—+00




e» LA REUNION, SERIE S, 21 JUIN 2011 & 5

4. Puisque la fonction f est paire, on peut penser que sa primitive F qui

s’annule en 0 est impaire, c’est-a-dire

VxeR, F(-x)=-F(x) < VxeR, F(-x)+F(x)=0

Pour cela, on considere la fonction définie sur R par F(—x) + F(x).
Cette fonction est dérivable sur R et sa dérivée est définie, pour tout
réel x, par —f(-x)+ f(x) =0 car f est paire, alors:

Pour tout xe R, F(—x)+ F(x) = F(-0)+ F(0) = 0. Alors F est impaire.

Par imparité:

lim F(x)=- lim F(x)=-oc0
X— —00 X—+00

Exercice 4 - non spécialité - 5 points

Partie A - Restitution organisée de connaissances
e Une distance est la traduction géométrique du module d'un nombre

complexe.

Avec les notations de I'énoncé,ona: AB=|b—al et AC=|c—al.
Si A # B, I'affixe ¢ du point C, image de B par une rotation de centre

A vérifie :

0, vérifie :

_AC |c—al |c—a

"ZE_|b—m"b—a‘

e Un angle orienté est la traduction géométrique de I'argument d'un
nombre complexe. En utilisant la relation de Chasles :
(A_B: fTé) = (ﬁ, A_é) - (ﬁ, A_B>) =arg(c—a)—arg(b—a)+2km,ou ke Z.
La différence des arguments est un argument du quotient, si A # B,
l'affixe ¢ du point C, image de B par la rotation de centre A et d’angle

9:arg(b

c—a

—a

)+2kmouk€Z

Par conséquent, si A # B, I'affixe ¢ du point C, image de B par la rotation
de centre A et d’angle 0, vérifie :

c—a .
:e10

b-a
La derniere égalité reste valable si a = b, d’ouI’écriture complexe de cette

rotation :

Partie B

c=eb-a)+a

soit c—a=¢e%b-a)

1. 2z —6z+9 = 0 est une équation du second degré dans C a coeffi-
cients réels dont le discrimant A = —36 = (6i)? est négatif, alors cette
équation posséde deux solutions complexes conjuguées :

21 =

_ 6-6i
4

—§u—n
2

2. Figure a la fin de 'exercice.

et

3(1+')
9 = — 1
270
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. S est le symétrique du point R par rapport au point Q signifie que Q

est le milieu du segment [RS], c’est-a-dire : zg = 3 (zg + zg) soit :
2s =229 - 2r =3(1-) - (-21V3) =3 +i(2v3 -3)

. L'écriture complexe de la rotation r est z’ =iz, alors :

ZA:iZRZZ\/§ et ZC:iZS:3i—(2\/§—3)

. Lécriture complexe de la translation de vecteur 37 est z’ = z+3i, alors:

zg=3+2iv3| et |zp=i(3-2V3)

3 3 3
. a. On calcule zB—zP:3+Zi\/§—E(1+i):§+i 2\/_—5)
3
puis, zc—zp = 3i—(2v3-3)-=(1+1)
3 3
3i-[2vi-3)
3 3
= i|=+i|2v3—=
5-ilva-3)
= i(zp—zp)
On a bien
ZC—Rkp .
ZB — Zp

b. ¢« D’apres la partie A, le résultat précédent signifie que le point C
/2
est I'image du point B par la rotation de centre P et d’angle >

alors:
le triangle PBC est rectangle et isocele en P.

¢ On calcule I'affixe du milieu du segment [AC] :

1
—(za+2zc)==Bi+3)==(1+1i) = zp.
2(ZA zc) 2(1 ) 2( iy=2zp

¢ On calcule I'affixe du milieu du segment [BD] :

1 1
—(zp+zp) = -(3+3i) = zp.
2(3 D) 2( )=2zp

Finalement les diagonales [AC] et [BD] du quadrilatere ABCD sont
de méme longueur, perpendiculaires et se coupent en leur milieu
P, alors:

‘ ABCD est un carré.




e» LA REUNION, SERIE S, 21 JUIN 2011 &

4 A




8 [ LAREUNION, SERIE S, 21 JUIN 2011 ¢

Exercice 4 - spécialité - 5 points
Partie A - Restitution organisée de connaissances
e Une distance est la traduction géométrique du module d'un nombre
complexe.
Avec les notations de I'’énoncé,ona: AB=|b—al et AC=|c—al.
Si A # B, 'affixe ¢ du point C, image de B par une similitude directe
de centre A et de rapport k (k > 0), vérifie :
_AC _|c—al |c—a
" AB  |b-al b—a‘
e Un angle orienté est la traduction géométrique de I'argument d'un
nombre complexe. En utilisant la relation de Chasles :
(A_B: fTé) = (ﬁ, A_é) - (ﬁ, A_B>) =arg(c—a)—arg(b—a)+2nm,ouneZ.
La différence des arguments est un argument du quotient, si A # B,
l'affixe ¢ du point C, image de B par une similitude directe de centre
Aetd’angle 0, vérifie :

9:arg(%)+2nn, ouneZ

Par conséquent, si A # B, I'affixe ¢ du point C, image de B par la simili-
tude directe de centre A, de rapport k (k > 0) et d’angle 0, vérifie :
cma_ kel soit c—a= kel b- a)
b—a
La derniere égalité reste valable si a = b, d’ouI’écriture complexe de cette
similitude directe :

c=ké®(b-a)+a

Partie B
1. a. On vérifie: 3x(-1)—-2x(-2)=-3+4 =1, alors

le couple (-1, —-2) est une solution de (E)

b. ¢ Condition nécessaire :

Soit (x, y) un couple d’entiers relatifs tel que : 3x-2y=1
sachant que : 3x(-1)=-2x(-2)=1
par différence membre a membre : 3x(x+1)-2x(y+2)=0
soit ; 3x+1)=2(y+2)

Ainsi: 2 divise le produit 3(x + 1) et 2 est premier avec 3,
alors (théoreme de Gauss) : 2 divise x + 1,
alors il existe k € Z tel que x + 1 =2k et 3 x 2k = 2(y + 2),
alorsilexiste ke Z telque x =2k—-1lety =3k—-2.
On a ainsi démontré que toute solution de (E) est nécessairement
delaforme 2k—-1,3k—2),ou k € Z.

o Condition suffisante :
SoitkeZ,ona: 3(2k—-1)-2Bk-2)=-3+6k+4—-6k=1

e Conclusion:
L'ensemble des couples d’entiers relatifs vérifiant I'’équation (E)
est

I’ensemble des couples (2k—1,3k—-2),ou ke Z ‘
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2. a. Soit k € Z. Puisque 2(k—3)+4 = 2k—2,les coordonnées (k—3,2k—2)
du point A vérifient'équation y = 2x +4 de la droite d, alors

b. Les seuls points de d’ a coordonnées entiéres sont les points dont
les coordonnées sont les couples d’entiers relatifs vérifiant I’équa-
tionded' :3x—-2y=1.

On reconnait I'équation (E) alors, d’aprés B. 1. b., ce sont les points
By de coordonnées (2k'— 1,3k’ —2), ou k' € Z.

3. a. Soient k et k' deux entiers relatifs.

k-3 = 2k'-1
=By = {2k—2 = 3k'-2
— k = 2k'+2
22K +2)-2 = 3k'-2
— k = 2kK'+2
K = -4
Finalement
A_g=B_4

b. [AxBy] est parallele a 'axe des abscisses si, et seulement si, A et
B ont la méme ordonnée et Ay # By, c'est-a-dire :

2k-2=3k'-2 et k-3#2k'-1
soit
2k=3k" et k#2k'+2

si, et seulement si,

k=3qg et k'=2q ou qgeZetq#-2

C. qung:4iZ < 4g-1)-3g-3)=4 <= q+2=4 < g=2

1 .»
4. a. D’apreslaPartie A, I'écriture complexe de f est z' = Ee_lf (z—w)+w

soit :

, i
Z=—=z+w
2

i
145)
2

b. On commence par calculer I'affixe zyy du point H :

1 1
ZHZE(ZA6+ZB4) :§(3+7+i(10+10)):5+101-

D’apres la question précédente, I'affixe de 'image du point H (en
fonction de w) est :

i
_5(5+ 10i) + w

i
145)
2
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Ainsi, '
FH) =0 = —gi(1+21)+a) %):0

B 5i1+2)  5(1-2) 2-i B(-3+4i)
JUH)=0 = o= == *35° 3

Finalement

‘f(H)ZO — w:—3+4i‘
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Justification des réponses au Q.C.M. (exercice 1)

1. 1l s’agit d'un probleme d’incidence entre une droite et un plan dans
I'espace. Pour cela on cherche 'ensemble des points d’intersection
de la droite (dont on connait une représentation paramétrique) et du
plan (dont on connait une équation cartésienne). On résout le systeme

x=-8+2¢ x=-8+2¢
y=7-t y=7—-1t
zZ=6+1 = z=6+1
2x+3y—2z+4=0 2(-8+20)+3(7-t)—-(6+1)+4=0
x = -—-8+2t
y = 7—t
= z = 6+t
3 = 0 Impossible!

Ce systeme n’a pas de solution :

la droite et le plan n’ont aucun point en commun

2. C’estencore un probleme d’incidence, cette fois entre deux plans dans
I’espace dont on connait pour chacun d’eux une équation cartésienne.
On résout un systéme de deux équations linéaires a trois inconnues en
choisissant, par exemple, z = t, t € R, comme parametre :

x + 4y - 3z = -4 I x + 4y = —-4+3t L,
2x + 3y - z = -4 L — - 5y = 4-5¢t Lp—1Ly—-2L,
z = r Lg z t Lj
4
X = ———t
5
4
— y = _g+[, teR

Il
~

V4

On reconnait une représentation paramétrique

d’'une droite de vecteur directeur —i + j + k

3. Lensemble des points M de '’espace qui sont équidistants des points
A et B est le plan médiateur du segment [AB], c’est-a-dire le plan de
- 3
vecteur normal AB(—4;2;5) et passant par le milieu I(—I;S; —5) du
segment [AB]. On peut alors déterminer une équation cartésienne de
ce plan ou bien tester les coordonnées de I en calculant
A4xr+2yr+5 4+6 5.3
—4x zZr = -—=-
IT2)YI I 5 o
Finalement, I'’ensemble cherché est

y 2 . 5
le plan d’équation —4x+2y+5z— 5= 0
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4. Soit G le barycentre des points pondérés (4, 1) et (B,-3), alors pour
tout point M de I'espace, MA—3MB = (1-3)MG =2GM, alors

|73-3MB| =5 = 26M=5 < GM= g

L'ensemble des points M de I'espace tels que H MA-3MB H =5est

1
une sphere de centre G dont I’abscisse est 13 (x4—3xg)=-5




